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ADEQUACY AND EFFICIENCY OF THE MODEL OF THE 
TECHNOLOGICAL PROCESS OF PARAFFIN MICROWAVE MELTING 

Побудовано математичну модель плавлення парафіну під дією енергії мікрохвильового електромагнітного

поля в насосно-компресорних трубах систем видобутку і підготовки нафти і газу. Отримано розподіли темпера-
тур у рідкій і твердій фазах матеріалу, середня за об’ємом температура розплаву, а також закон руху межі фазо-
вого перетворення. Визначено переваги мікрохвильового нагрівання з урахуванням фазового перетворення пе-
ред іншими способами нагрівання. Проведено чисельну реалізацію моделі.
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Вступ. Проблема боротьби з газо- і парафіногід-
ратними пробками в системах видобутку і підготовки

нафти і газу є надзвичайно актуальною і постійно ді-
ючою [1–3]. Вона вимагає для свого вирішення ство-
рення нових методів, основаних на сучасних досяг-
неннях фундаментальних наук.

Газогідрат та речовина гідратопарафінових про-
бок за своїм складом і фізико-хімічними властивос-
тями є надзвичайно складним і різноманітним. Тут
необхідно відзначити наступну важливу властивість

цих речовин – у визначених термодинамічних умовах
газовий гідрат дисоціюється на газ і воду, а в парафі-
ні руйнується кристалічна структура і він розплавля-
ється [4]. 

У зв'язку з цим розглянемо можливість викорис-
тання енергії електромагнітного поля мікрохвильово-
го діапазону для розплавлювання парафінових і руй-
нування газогідратних пробок у нафтогазопромисло-
вому устаткуванні.

Руйнування парафінової пробки відбувається усе-
редині насосно-компресорної труби, що являє собою
в даному випадку коаксіальну лінію передачі елект-
ромагнітних хвиль від наземного генератора. При ві-
дповідному способі порушення в такій коаксіальній

лінії передачі встановлюється режим електромагніт-
них хвиль. Внаслідок кінцевої електропровідності

матеріалу труб і діелектричних втрат мікрохвильової

енергії в парафіні, що знаходиться між трубами, від-
бувається перетворення частини енергії електромаг-
нітної хвилі в теплову, підвищується температура в
свердловині. За рахунок підвищення температури в

свердловині відбувається нагрівання і розкладання

парафінової пробки.
Постановка завдання. Розглянемо нестаціонар-

ний процес теплообміну при плавленні в умовах фа-
зового перетворення „тверда фаза – рідина“, що ви-
никає під дією мікрохвильового нагрівання. Такий
процес будемо визначати системою нелінійних дифе-
ренціальних рівнянь у частинних похідних, яка скла-
дається з рівнянь Максвелла і рівнянь теплопровід-
ності такого вигляду:
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де H,E
rr

 – вектори напруженості електричного та ма-

гнітного полів; B,D
rr

 – вектори електричної та магні-

тної індукції; j
r

 – щільність струму провідності;

µωσεεεε ,iii −′=′′−′=  – абсолютні діелектрична

і магнітна проникності матеріалу; σ  – провідність
матеріалу; ω  – колова частота; iiic λρ ,,  – коефіці-
єнт теплоємності, щільність і коефіцієнт теплопрові-
дності матеріалу, що залежать від температури i -ї

фази; iV
r

 – вектор швидкості переміщення i -го мате-
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ріалу; ∇
r

 – оператор Гамільтона;
2

50 Etg,q
r

δεω ′=  – 

питома поглинена потужність; it  – температура i -го

матеріалу; εεδ ′′′=tg  – тангенс кута діелектричних

втрат матеріалу.
Наведена система рівнянь доповнюється початко-

вими та граничними умовами, а також умовою на

межі розділу фаз „тверда фаза – рідина“.
Слід зазначити, що розв’язок наведеної системи рів-

нянь пов'язаний з труднощами не тільки обчислюваль-
ного характеру, але й принциповими. Таке твердження
ґрунтується на наступному: умови на межі розділу фаз є
нелінійними, сформульована модель є багатовимірною
відносно просторових змінних, електрофізичні параме-
три матеріалів залежать від температури і є наближе-
ними, алгоритми розв’язку таких задач вимагають об-
ґрунтування та використання спеціалізованого програ-
много забезпечення. Тому слід розглянути спрощену

модель процесу, реалізацію якої можна провести мето-
дами комп’ютерного моделювання.

Припустимо, що теплофізичні параметри утворе-
ного розплаву парафіну і початкової твердої фази об-
ласті не залежать від температури, а густина речовини
не змінюється під час плавлення й, отже, зневажаючи
теплообміном розплаву і твердої фази з навколишнім
середовищем, можна розглянути таку задачу:
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де )r,(T τ1 , )r,(T τ2  – температури рідкої і твердої

фази; ™T  – температура плавлення; )(τξ  – межа ро-

зподілу фаз; ( ) 00 ξξ = ; 1α  – заданий коефіцієнт, що

залежить від діелектричної проникності, щільності і

питомої теплоємності парафіну;
1

2
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ρ
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c

E
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 – об'ємне

джерело тепла, що утвориться під дією мікрохвильо-
вої енергії.

Рішення задачі. Розподіл температури в розплаві
і твердій фазі визначається виразами [5]: 
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Визначимо середню за об’ємом розплаву темпе-
ратуру:
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де профіль поверхні розподілу фаз )(τξ визначаєть-
ся з умови Стефана (1) у вигляді:
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Ряди вигляду (2), (3) в області збіжності сходяться
рівномірно. При обчисленнях можна обмежитися чо-
тирма членами ряду, що і визначає порядок системи

диференціальних рівнянь відносно )(n τα та )(n τβ ,
що має вигляд:

=







+ n

n a
n

d

d α
ξ
π

τ
α

1

2

( ) ( )
drE

cn
m

d

dn n

mnm

mn

m
∫∑

++∞

=

−+−=
ξ

ρ
α

π
ξαγ

τ
ξ

ξ 0

2

1

1

1

1

1
1

r

,

( ) 00 =nα ,

nm,
nmnm ≠

−
=

22

2γ ,

nm,
nnm ==

22

1γ ,

=








−
+ n

n a
M

n

d

d β
ξ

π
τ
β

2

2

( ) ( )( ) ×−−−+
−

−= ∑
∞

= π
ξβγ

ξ
ξ

n

M
m

M

n
n

m
m

nm

11

1

&

( )( ) ( ) +






 −−−−+×
π

ξξξ
π

ξξξξξ
n

TMT

n

MTT2M
T TM00TM

TM

&&&&

&

( )( )( )
( )ξπ

ξξ
−

−−++
+

Mn

MTTM TM

n

0

11&

,

( ) ( )( )( )
π

ξβ
n

MTTTM
n

−−= 10
0 0 .



Ф І З И Ч Н І  П Р О Ц Е С И  Т А  М А Т Е М А Т И Ч Н Е  М О Д Е Л Ю В А Н Н Я  

Н а у к о в и й  в і с н и к  Н Г У ,  2 0 1 0 ,  №  5  5

Для випадку, наприклад, сферичної парафінової
пробки можна розглянути таку задачу, поклавши

0=TMT .
Розподіл температури в розплаві і твердій фазі ви-

значається виразами:
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Визначимо середню за об’ємом розплаву темпе-
ратуру:
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де профіль поверхні розподілу фаз )(τξ визначаєть-
ся з умови Стефана у вигляді:
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Ряди вигляду (4), (5) збігаються рівномірно. Під
час обчислень можна обмежитися чотирма членами

ряду, що визначає порядок системи диференціальних
рівнянь відносно )(n τα та )(n τβ , яка має вигляд:

=







+ n

n a
n

d

d α
ξ
π

τ
α

1

2

( ) ( )
drE

cn
m

d

dn n

mnm

mn

m
∫∑

++∞

=

−+−=
ξ

ρ
α

π
ξαγ

τ
ξ

ξ
0

2

1

1
1

1

1
1

r

,

( ) 00 =nα ,

nm,
nmnm ≠

−
=

22

2γ ,

nm,
nnm ==

22

1γ ,

=








−
+ n

n a
M

n

d

d β
ξ

π
τ
β

2

2

( ) ( )( )×−−−−
−

−= ∑
∞

= π
ξβγ

ξ
ξ

n

M
m

M

n n

m
m

nm

11

1

&

( ) ( )( )
( )ξπ

ξξ
π

ξξ
π
ξξ

−
−++








+−×

+

Mn

MTM

n

MT

n

MTM
n

0

1

00 1&&&&

( ) ( ) ( )
π

ξβ
n

MT
n

−= 10
0 0 .

У випадку розподілених джерел тепла, залежність
температури 1T в розплаві і температури 2T у твердій

фазі залежно від частоти f і напруженості мікрох-

вильового електромагнітного поля E при kzz = мо-
жна записати, скориставшись виразами (4) і (5), та-
ким чином:
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– у твердій фазі матеріалу:
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Чисельна реалізація. Адекватність моделі. Ви-
значимо адекватність моделі та оптимальні режими

процесу плавлення матеріалу мікрохвильовою енер-
гією шляхом її підведення у трубу або у міжтрубний

простір. Схему такого процесу і математичну модель
наведено у роботі [6]. У цій моделі індекс 1=i від-
повідає твердій фазі гідрату ( )FoR0 ∆<< , а 2=i  – 

рідкій фазі гідрату ( ) 1<< RFo∆ . Рідка фаза з’явля-
ється у процесі нагрівання на стінці труби і потім об-
ласть її заповнення досягає осьової лінії. Припуска-
ється, що у початковий момент часу гідрат перебуває
у твердій фазі і ( ) 1≈Fo∆ , тобто ( )Fo∆ не набуває

екстремальних значень 0 та 1. 
Для обчислювального експерименту було вибрано

такі дані [7]: КВт/м0,381 ⋅=λ , КДж/кг28801 ⋅=с ,
3

1 кг/м680=ρ , м06500 ,r = , Дж/кг533000=L ,

МГц5613,f = , К2830 =t , КВт/м51102 ⋅= ,λ ,

К2951 =t , 3

2 кг/м840=ρ , КДж/кг39772 ⋅=с , поту-

жність НВЧ генератора складала 600 та кВт300 .
Закон руху межі фазового перетворення за умови

використання НВЧ генератора потужністю 600 кВт
наведено на рис. 1, а.

З рис. 1 а випливає, що ( )τξ як функція, що на-
ближена до лінійної, має точки перетину з осями ко-
ординат. Враховуючи, що ( ) 0≠τξ і ( ) 0r≠τξ , ці точ-
ки знаходяться, як показано на рис. 1, а, паралельним
переносом. Такий перенос здійснюється, коли точка

перетину розрахункової лінії ( )τξ і 0r знаходиться за

віссю ординат. Це означає, що повне розкладання га-
зогідрату для наведеного випадку теплообміну скла-
дає приблизно 20 діб.

Розглянемо динаміку руху межі фазового перетво-
рення за умови дії НВЧ генератора потужністю300 кВт.
З рис. 1, б випливає, що час повного розкладання га-
зогідрату складає приблизно 42 доби. Таким чином,
за умови зменшення потужності НВЧ генератора у

2 рази, час розкладання газогідрату збільшується

більш ніж у 2 рази. З точки зору вибору режиму руй-
нування газогідратних пробок ефективніше викорис-
товувати НВЧ генератори більшої потужності.

а

б
Рис. 1. Рух межі фазового перетворення при потуж-

ності генератора 600 (а) і 300 кВт (б):  
1 – розрахунок згідно моделі; 2 – розрахунок [7]

Наведемо результати розрахунку розподілу темпе-
ратур у внутрішній частині насосно-компресорної тру-
би в умовах дії НВЧ генератора потужністю 300 кВт,

доби140,=τ  – час досягнення температури
ф

t .

За умовами побудови кривих температур на рис. 2 а

збільшимо потужність НВЧ генератора до 600 кВт. Ре-
зультати розрахунку наведено на рис. 2, б.
Проводячи порівняння результатів розрахунку за

моделями, які описують технологічний процес плав-
лення матеріалів з відповідними експериментальними
та теоретичними результатами [7, 8], слід зазначити,
що їх розбіжність не перевищує 8% та зробити висно-
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вок, що розроблені математичні моделі технологічних
процесів в наведених системах з розподіленими пара-
метрами є складовою частиною сучасних інформацій-
них технологій і дозволяють підвищити ефективність

інженерних розробок технічних об’єктів.

а

б

Рис. 2. Розподіл температури у трубі за потужнос-
ті генератора 600 (а) і 300 кВт (б): 1 – розра-
хунок по моделі; 2 – розрахунок [7]

Висновки. Таким чином, експериментальні та ро-
зрахункові значення температур під час мікрохви-
льового нагрівання зменшуються зі збільшенням ра-
діуса. При цьому внутрішні шари парафінової проб-
ки, з урахуванням її плавлення, теплоізольовані від
зовнішнього середовища периферійними шарами, що
слабко проводять тепло. Ця обставина пояснює пере-
ваги мікрохвильового нагрівання з урахуванням фа-
зового перетворення „тверда речовина – рідина“ пе-
ред іншими способами нагрівання.
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Построена математическая модель плавления па-
рафина под действием энергии микроволнового элек-
тромагнитного поля в насосно-компрессорных тру-
бах систем добычи и подготовки нефти и газа. Полу-
чены распределения температур в жидкой и твердой

фазах материала, средняя по объему температура

расплава, а также закон движения границы фазового
превращения. Определены преимущества микровол-
нового нагрева с учетом фазових превращений перед

другими способами нагревания. Проведена числен-
ная реализация модели.

Ключевые слова: математическая модель, мик-
роволновое плавление, фазовые превращения

The mathematical model of paraffin melting under ac-
tivity of microwave electromagnetic field energy in pipes 
of oil and gas extraction and preparation system has been 
constructed. Temperature distribution in fluid and solid 
phases of material, average temperature of the volume of 
the melt and the law of motion of phase transformation 
limit have been gained. Advantages of microwave heating 
subject to phase transformations compared to other ways 
of heating have been defined. Numerical implementation 
of model has been given. 

Keywords: mathematical model, microwave fusion, 
phase transformations
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