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destruction by means of the technology of pulse rotation 
of instrument.  

Practical value. Suggested technology of boring with 
pulse rotation of instrument allows us to decrease essen-
tially energy consumption of rock destruction and to 
raise the mechanical speed of bore-hole driving. 

Keywords: electromechanical system, rotation of in-
strument, energy intensity, mechanical speed 
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MATHEMATICAL MODELL OF MINE ELECTROTECHNICAL 
COMPLEX WITH SYNCHRONOUS AND INDUCTION MOTORS 

Мета. Обгрунтування математичної моделі електротехнічного комплексу шахти, що включає синхронні та 
асинхронні двигуни. 

Методика. Методика досліджень включає складання топологічного опису схеми заміщення мережі за до-
помогою теорії графів, що дозволяє отримати матрицю головних перетинів та скласти матричні рівняння 
стану резистивних та реактивних елементів схеми заміщення електротехнічного комплексу шахти, причому в 
останньому випадку використовується метод змінних стану, що передбачає формування диференційних рів-
нянь відносно струмів індуктивних хорд та напруг ємнісних ребер. Синхронні та асинхронні двигуни, що 
представляються у схемі заміщення електротехнічного комплексу джерелами струму, керованими напругами, 
описуються матричними диференційними рівняннями, які об’єднуються з рівняннями стану RLC-системи в 
єдине матричне диференційне рівняння стану електротехнічного комплексу, для чисельного розв’язання яко-
го обгрунтована доцільність використання жорстко-стійкого багатозначного методу Гіра-Нордсіка зі змінним 
кроком інтегрування. 

Результати. Обґрунтовано математичну модель електротехнічного комплексу шахти, що включає джерела 
живлення, трансформатори, комутаційні апарати, силові кабелі, синхронні та асинхронні двигуни, у вигляді ма-
тричного диференційного рівняння у формі Коши. 

Наукова новизна. Дістала подальшого розвитку математична модель електротехнічного комплексу шахти, 
що базується на використанні матричних диференційних рівнянь стану реактивних елементів схеми заміщення 
системи, синхронних та асинхронних двигунів, яка відрізняється врахуванням взаємного впливу електродвигу-
нів у мережі довільної конфігурації та можливістю комплексного дослідження стану системи в аварійних ре-
жимах усіх можливих типів. 

Практична значимість. Полягає в розробці прикладної комп’ютерної програми з графічним інтерфейсом 
“MinePowerNet”, використання якої дозволяє досліджувати усталені та перехідні процеси в електротехнічних 
комплексах шахт конкретної конфігурації при комутаціях, зміні режимних параметрів та аварійних станах син-
хронних та асинхронних двигунів рудничного електропривода. 

Ключові слова: моделювання, вугільна шахта, диференційне рівняння, матриця, напруга 
 
Актуальність проблеми та її зв’язок із прикла-

дними задачами. 2 Підвищення техніко-економічних 
показників функціонування електротехнічного ком-
плексу (ЕТК) шахти можливе за рахунок [1]: переве-
дення високовольтного електрообладнання на напру-
гу 10 кВ; застосування в дільничних мережах напру-
ги 3 (3,3) кВ; впровадження частотно-керованих еле-
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ктроприводів стаціонарних установок та вугледобув-
них машин і т.і. Розв’язання цих задач потребує уто-
чнення методики вибору електрообладнання [2], під-
вищення точності розрахунку уставок існуючих за-
хисних апаратів, проектування цифрових засобів за-
хисту з покращеними характеристиками. Це вимагає 
більш точного обрахування перехідних процесів при 
запуску, відключенні або перевантаженні електрод-
вигунів, виникненні дво- та трифазних коротких за-
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микань, замикань на землю (витоків струму на зем-
лю) та інших аварійних режимів [3]. 

На сьогоднішній день для оцінки перехідних про-
цесів використовуються залежності [2], що, через не-
достатню точність, можуть слугувати тільки для при-
близного вибору електрообладнання. Зменшення по-
хибок розрахунків можливе шляхом аналізу перехід-
них процесів за диференційними рівняннями елемен-
тів системи з їх подальшим розв’язанням чисельними 
методами. Враховуючи підвищення показників на-
дійності, економічної ефективності та безпеки екс-
плуатації вугледобувних машин при раціональному 
виборі електрообладнання та уставок захисних апа-
ратів на основі уточненої інформації щодо нормаль-
них та аварійних режимів роботи, задача розробки 
математичної моделі ЕТК шахти є актуальною. 

Відомі дослідження та публікації. Математичну 
модель об’єкта досліджень можна представити сукупні-
стю моделей статичної частини електромережі (транс-
форматори, кабелі, комутаційні апарати, кола апаратів 
захисту та ін.) та електричних машин, що обертаються 
[4]. У першому випадку достатньо ефективно може бу-
ти запрограмований метод змінних стану, коли дифере-

нційні рівняння системи довільної структури форму-
ються відносно струмів індуктивних елементів та на-
пруг ємностей. При моделюванні двигунного наванта-
ження доцільно використовувати відомі математичні 
моделі електричних машин, що обертаються [5]. 

Постановка задачі. Обгрунтування математичної 
моделі ЕТК шахти, що включає синхронні та асинх-
ронні двигуни. 

Основний матеріал та результати досліджень. 
Розглянемо фрагмент шахтного ЕТК (рис. 1, а), що 
включає джерело живлення (источник питания – 
ИП1) з лінійною напругою 6 кВ, яке відповідає вто-
ринній обмотці трансформатора головної поверхне-
вої підстанції (ГПП), до якого кабелем К1 (типу 
ЭВТ3х120, довжиною 30 м) підключено синхронний 
двигун М1 (типу СТМ-3500-2, Uн=6кВ, Рн=3500кВт) 
привода вентилятора головного провітрювання та ка-
белем К2 (типу ЭВТ3х120, довжиною 1000 м) підк-
лючено знижувальну трансформаторну підстанцію 
УТП2 (типу КТПВ-1000/6-1,2) вугледобувної дільни-
ці, яка живить асинхронний двигун М2 (типу 
ЭДКОФВ315LA4, Uн=1140В, Рн=200кВт) привода 
скребкового конвеєра лави. 

 

 
 
Схема заміщення вказаного фрагмента ЕТК скла-

дена за наступних припущень: a) система напруг на 
виході ИП1 є симетричною, RL-параметри вторинної 
обмотки трансформатора ГПП не враховано, нейт-
раль мережі – ізольована; b) комутаційні апарати ро-
зподільчого пристрою 6кВ ГПП, що відносяться до 
виділеного фрагмента ЕТК, та комплектні розподіль-
чі пристрої центральної підземної підстанції (ЦПП) 
знаходяться у ввімкненому стані, тому на схемі за-
міщення не вказані; c) кабель К2 на схемі заміщення 
представляє стволовий кабель від ГПП до ЦПП та 

кабель, що під’єднує дільничну трансформаторну пі-
дстанцію до ЦПП; d) параметри кабелю, за допомо-
гою якого двигун М1 під’єднаний до УТП2, не вра-
ховуються; e) кабелі описуються схемою заміщення 
із зосередженими параметрами, яка враховує активні 
опори Rkx, індуктивності Lkx жил (причому х=А,В,С – 
позначення фази) та активні опори RAB-RCA міжфазної 
ізоляції, останнє дозволяє моделювати короткі зами-
кання в кінці кабелю, ємність та активний опір ізоля-
ції відносно землі не враховано; f) схема заміщення 
дільничної підстанції УТП2 враховує: активні опори 

Рис. 1. Фрагмент шахтного ЕТК, прийнятий для моделювання: а – схема заміщення; b – принципова схема
в графічному редакторі комп’ютерної програми, що розробляється 
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R1х, R2х фаз первинної та вторинної обмоток трансфо-
рматора відповідно; індуктивності L1х та L2х фаз вка-
заних обмоток; наявність взаємоіндуктивності M між 
обмотками фаз; активні опори RQFx фаз автоматично-
го вимикача; активні опори RAB-RCA міжфазної ізоля-
ції, що дає змогу моделювати короткі замикання на 
виході підстанції; активні опори Rz1x та Rz2x ізоляції 
між виводами фазних обмоток первинної та вторин-
ної обмоток трансформатора з метою моделювання 
відповідних коротких замикань; активний опір R0 
між нульовими точками первинної та вторинної об-
моток трансформатора, які з’єднані за схемою „зір-
ка“, що забезпечує безперервність дерева графа; g) 
електродвигуни подані керованими напругою (що 
знімається з резисторів R’AB та R’BC) джерелами стру-
му IyA-IyC, причому врахування вихідного опору 
останніх резисторами RyA-RyC дозволяє виключити 
особливості графа у вигляді перетинів, що містять 
лише джерела струму (тобто забезпечує охоплення 
деревом графа всіх вузлів схеми заміщення); h) для 
трансформатора та електродвигунів не враховується 
насичення сталі; i) опори резисторів RAB-RCA , Rz1x , 
Rz2x , R0 , R’AB , R’BC , Ryх становлять 1МОм. 

Дерево графа для схеми заміщення фрагмента 
ЕТК (рис. 1, а) утворюють Np=31 ребро (b1-b31, виді-
лені на схемі заміщення), до яких відносяться: неза-
лежні джерела напруги (у кількості NU=3), резистивні 
(NRp=26) та індуктивні ребра (NLp=2), керовані джере-
ла напруги та ємнісні ребра у схемі заміщення відсу-
тні (NUy=0 та NCp=0 відповідно). Доповнення дерева 
графа складається з Nx=31 хорди (b32-b62), а саме: ре-
зистивні (NRx=15) та індуктивні (NLx=10) хорди, керо-
вані джерела струму (NIy=6), ємнісні хорди та неза-
лежні джерела струму у схемі заміщення відсутні 
(NCx=0 та NI =0) [6].  

Матриця головних перетинів для схеми заміщен-
ня ЕТК у загальному випадку має вигляд 
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де 2F , 7F , 17F , 22F , 23F , 25F , 26F  є нульовими 
через відсутність відповідних особливостей графа. 

Резистивним елементам схеми заміщення відпові-
дає матричне рівняння 
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де pR , xR  – відповідно, діагональні матриці опорів 
резистивних ребер та хорд.  

Матричне диференційне рівняння стану реактив-
них елементів системи є наступним 
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причому pC , xC  – матриці ємностей С ребер та хорд 

відповідно; pL , xL  – матриці індуктивностей L ре-
бер та хорд відповідно, в яких враховані взаємоінду-
ктивності. 

Матричне диференційне рівняння, що описує еле-
ктричні та механічні перехідні процеси в симетрич-
ному короткозамкненому асинхронному двигуні без 
насичення [5] може бути подано у вигляді 
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АДH  – матричний коефіцієнт, який для схем „зірка“ 
та „трикутник“ статора відповідно дорівнює 
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bb
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H Y
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; 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
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⎣
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−

−
−−

−−

=Δ
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666

666

6

555
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b
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b

H АД
; 

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
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=
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bb

FАД
; 

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−
−

=

100
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03
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77

77

7

66

66

6

bb
bb

b
bb
bb

b

GАД
, 

 
 

причому srrs kLRb =1 ; srmr kLRb =2 ; srms kLRb =3 ; 

srsr kLRb =4 ; srrkLb =5 ; srmkLb =6 ; srskLb =7 ; 

)/(5,0 2
mrssr LLLk −= ; sR , rR  – активні опори фази 

статора та ротора відповідно; mL , sL , rL  – індукти-
вність намагнічування, повні індуктивності статора 
та ротора відповідно.  

За наявності в системі n′  асинхронних двигунів 
узагальнене рівняння їх стану являє собою лінійну 
комбінацію диференційних рівняння (3) 
 

,
АДгл АДгл АДгл

АДгл АДгл АДгл АДгл

dI dt F I

G S H U

= ⋅ +

+ ⋅ + ⋅
 (4) 

 
де T

nАДАДАДгл III ][ 1 ′= …  – узагальнений вектор 

змінних стану n′  асинхронних двигунів;  
 

T
nАДАДАДгл SSS ][ 1 ′= … ; 

...[ 1АДАДгл UU =  T
nАДU ]... ′ ;  

}{ 1 nАДАДАДгл FFdiagF ′= … ;  

}{ 1 nАДАДАДгл GGdiagG ′= … ;  

}{ 1 nАДАДАДгл HHdiagH ′= … . 

Синхронний двигун із демпферною обмоткою на 
якорі описується диференційними рівняннями в сис-
темі координат dq [4] 
 

[ ]( ) /

d s d d q

q s q q d

fd fd fd fd

kd kd kd kd

kq kq kq kq

e c

u R i d dt

u R i d dt

u R i d dt

u R i d dt
u R i d dt

d dt p M M J
d dt

ψ ω ψ
ψ ω ψ

ψ
ψ
ψ

ω ω
θ ω

= ⋅ + − ⋅⎧
⎪ = ⋅ + + ⋅⎪
⎪ ′ ′ ′ ′= ⋅ +⎪⎪ ′ ′ ′ ′= ⋅ +⎨
⎪ ′ ′ ′ ′= ⋅ +⎪
⎪ = −
⎪

=⎪⎩

, (5) 

 
де du , di , dψ  – відповідно, напруга, струм та потоко-
зчеплення обмотки статора за віссю d; qu , qi , qψ  – 

теж за віссю q; sR  – активний опір обмотки статора; 

fdu′ , fdi′ , fdψ′ , fdR′  – приведені до статора, відповід-
но, напруга, струм, потокозчеплення та активний 
опір обмотки збудження; kdu′ , kdi′ , kdψ ′ , kdR′  – теж 
демпферної обмотки за віссю d; kqu′ , kqi′ , kqψ′ , kqR′  – 
теж демпферної обмотки за віссю q; ω , θ  – частота 
обертання та кут повороту якоря; eM , )(ωcM , J  – 
електромагнітний момент, моменти опору та інерції; 
p  – кількість пар полюсів. 
У матричній формі система (5) має вигляд 

 

,
dq sm СДdq

СДdq СДdq СДdq СДdq

d dt R I

G S H U

Ψ = ⋅ +

+ ⋅ + ⋅
 (6) 

 
де T

kqkdfdqddq ][ θωψψψψψ ′′′=Ψ  – век-
тор змінних стану синхронного двигуна; 

T
kqkdfdqdСДdq iiiiiI ][ θω′′′= ;

T
qdСДdq uuU ][=  – вектор напруг у системі dq; 

[ ]TcefddqСДdq JMMpuS )]([ ωωψωψ −′−= , 

причому fffd uku ⋅=′ , де fk  – коефіцієнт приведен-
ня напруги на обмотці збудження до числа витків 
статора; fu  – реальна напруга, що подається на об-
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мотку збудження; )(5,1 dqqde iipM ⋅−⋅= ψψ  – елект-
ромагнітний момент синхронного двигуна; 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

′−
′−

′−
−

−

=

0100000
0000000
000000
000000
000000
000000
000000

kq

kd

fd

s

s

sm
R

R
R

R
R

R ; 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0000
1000
0000
0000
0100
0010
0001

СДdqG ; 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00
00
00
00
00
10
01

СДdqH . 

 
Потокозчеплення зв’язані зі струмами наступни-

ми виразами 
 

,

);(

);(

;

);(

qmqkqkqkq

fddmdkdkdkd

kddmdfdfdfd

kqmqqqq

kdfdmdddd

iLiL

iiLiL

iiLiL

iLiL

iiLiL

⋅+′⋅′=′

′++′⋅′=′

′++′⋅′=′

′⋅+⋅=

′+′+⋅=

ψ
ψ
ψ
ψ
ψ

 (7) 

 
де mdld LLL += ; mqlq LLL += ; mdlfdfd LLL +′=′ ; 

mdlkdkd LLL +′=′ ; mqlkqkq LLL +′=′ ; lL  – індуктив-

ність розсіяння статора; mdL , mqL  – індуктивність 

реакції якоря за осями d та q відповідно; lkdL′ , lkqL′  – 
приведена до статора індуктивність розсіяння демп-
ферної обмотки за осями d та q відповідно; lfdL′  – 
приведена до статора індуктивність розсіяння обмот-
ки збудження. 

Користуючись залежностями (7), можна встано-
вити зв’язок між векторами СДdqI  та dqΨ  

dqsmСДdq NI Ψ⋅= , (8) 
де  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1000000
0100000
00000
0000
0000
00000
0000

109

873

762

54

321

cc
ccc
ccc

cc
ccc

Nsm ; 

1
2

1 /)( LLLLc mdkdfd −′⋅′= ; 1
2

2 /)( LLLLc kdmdmd ′⋅−= ; 

1
2

3 /)( LLLLc fdmdmd ′⋅−= ; )/( 2
4 mqqkqkq LLLLc −⋅′′= ; 

)/( 2
5 qkqmqmq LLLLc ⋅′−= ; 1

2
6 /)( LLLLc mdkdd −′⋅= ; 

1
2

7 /)( LLLLc dmdmd ⋅−= ; 1
2

8 /)( LLLLc mdfdd −′⋅= ; 

)/( 2
9 qkqmqmq LLLLс ⋅′−= ; )/( 2

10 mqqkqq LLLLс −⋅′= ; 

)2(2
1 kdfddmdmdkdfdd LLLLLLLLL ′−′−−+′⋅′⋅= . 

 
З урахуванням (8), диференційне рівняння стану 

синхронного двигуна (6) має вигляд 
 

,
dq СДdq dq

СДdq СДdq СДdq СДdq

d dt F

G S H U

Ψ = ⋅Ψ +

+ ⋅ + ⋅
 (9) 

 
де smsmСДdq NRF ⋅= . 

За наявності в системі n′′  синхронних двигунів 
узагальнене рівняння їх стану являє собою лінійну 
комбінацію диференційних рівняння (9) 
 

,
СДгл СДгл СДгл

СДгл СДгл СДгл СДгл

d dt F

G S H U

Ψ = ⋅Ψ +

+ ⋅ + ⋅
 (10) 

 
де  T

nСДdqСДdqСДгл ][ 1 ′′ΨΨ=Ψ … ; 

T
nСДdqСДdqСДгл SSS ][ 1 ′′= … ;  

T
nСДdqСДdqСДгл UUU ][ 1 ′′= … ;  

}{ 1 nСДdqСДdqСДгл FFdiagF ′′= … ; 

}{ 1 nСДdqСДdqСДгл GGdiagG ′′= … ; 

}{ 1 nСДdqСДdqСДгл HHdiagH ′′= … . 

За наявності в ЕТК шахти асинхронних та синх-
ронних двигунів розрахунок перехідних процесів 
може бути виконаний за матричним диференційним 
рівнянням, що об’єднує (4) та (10), а саме 
 

 глглглглглглгл UHSGIFdtId ⋅+⋅+⋅= , (11) 
 
де  Т

СДглАДглгл II ][ Ψ= ;  

Т
СДглАДглгл SSS ][= ;  

Т
СДглАДглгл UUU ][= ;  

}{ СДглАДглгл FFdiagF = ;  

}{ СДглАДглгл GGdiagG = ; 
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}{ СДглАДглгл HHdiagH = . 

 
Електродвигуни представляються у схемі замі-

щення керованими джерелами струму, зокрема: аси-
нхронні двигуни: уАI = sai , уВI = sbi , уСI = sci ; синх-

ронні двигуни: уАI = Ai , уВI = Bi , уСI = Ci . Для зіста-

влення вектора змінних стану двигунів глI  та векто-
ра струмів керованих джерел струму уиI  скористає-
мося залежністю 
 

глуи IGI ⋅= )(11 θ , (12) 
 

де )(11 θG  – матриця підключення двигунів за стру-
мом, кількість рядків якої відповідає кількості дже-
рел струму системи (розміру вектора уиI ), а кіль-

кість стовпчиків відповідає розміру вектора глI , тоб-
то числу елементів у векторах змінних стану двигу-
нів з урахуванням кількості останніх ( nn ′′+7'7 ); 

T
n ],,[ 1 ′′= θθθ …  – вектор кутів повороту якорів син-

хронних двигунів. Елементи матриці )(11 θG  визна-
чаються наступним чином: 

– для асинхронних двигунів: на перетині рядка, 
що відповідає джерелу струму 

iyAI , 
iуВI  або 

iуCI  і-
го двигуна та стовпчика, що визначає струм відпові-
дної фази статора цього ж двигуна (для АД: 

isai , 
isbi , 

isci ) проставляється „1“; 
– для синхронних двигунів необхідно перерахува-

ти потокозчеплення в координатах dq  (з вектора 

глΨ ) до струмів в координатах abc  (у векторі уиI ), 
для чого скористаємося інваріантним за потужністю 
перетворенням 
 

 2 / 3[ cos( ) sin( )],x d x q xi i iθ α θ α= ⋅ + − ⋅ +  (13) 
 

де x  – позначення фази (х=A,B,C); Aα =0 для фази 
А, 3/2πα −=B  для фази В, 3/2πα =C  для фази С. 

Враховуючи, що проекції струмів di  та qi , згідно 
з рівнянням (8), зв’язані з потокозчепленнями залеж-
ностями 

 
kdfddd ccci ψψψ ′+′+= 321 ; kqqq cci ψψ ′+= 54 , 

 
з виразу (13) маємо 
 

),()()

()()(

98

765

xkqxkdx

fdxqxdx

kk

kkki

αθψαθψα
θψαθψαθψ

+′++′++

+′++++=
  

 
 

де  
)cos(3/2)( 15 xx ck αθαθ +=+ ; =+ )(6 xk αθ  

)sin(3/2 4 xc αθ +−= ; ×=+ 27 3/2)( ck xαθ   

)cos( xαθ +× ; )cos(3/2)( 38 xx ck αθαθ +=+ ; 

)sin(3/2)( 59 xx ck αθαθ +−=+ . 

Елементи матриці )(11 θG , які знаходяться на пе-
ретині рядка, що відповідає джерелу струму 

ixyI  для 
і-го синхронного двигуна, і стовпчиків, що відпові-
дають елементам вектора змінних стану цього ж дви-
гуна ( idψ , …, ikqψ ′ ), дорівнюють )(5 хik αθ + , …, 

)(9 хik αθ +  відповідно. Інші елементи матриці 
 дорівнюють нулю. 

Напруга, що прикладається до обмоток статорів 
електродвигунів, знімається з резисторів опором 
1МОм, зокрема при схемі „зірка“ ABu′  знімається з 
резистора ABR′ , BCu'  – BCR′ , при схемі „трикутник“ 

ABu′  знімається з резистора ABR′ , BCu'  – BCR′ , CAu′  – 

CAR′ . Це дозволяє встановити залежність вектора на-
пруги на двигунах системи глU  від вектора напруги 
на резистивних елементах резU  
 

резгл UGU ⋅= )(12 θ , (14) 
 

де )(12 θG  – матриця підключення двигунів за напру-
гою, елементи якої визначаються наступним чином:  

– для асинхронних двигунів: на перетині рядка, 
що відповідає шуканій напрузі статора і-го двигуна 
(для АД: ABu′ , BCu'  та, при з’єднанні за схемою 
„трикутник“, CAu′ ), та стовпчика, що кореспондуєть-
ся з напругою на відповідному резисторі схеми замі-
щення двигуна ( ABR′ , BCR′  та, при схемі „трикут-
ник“, CАR′ ) ставиться „1“; 

– для синхронних двигунів при схемі „зірка“ не-
обхідно перерахувати лінійні напруги ABu′ , BCu'  для 
кожного двигуна (у нерухомій системі координат) в 
проекції фазних напруг qu  та du  (у системі коорди-

нат dq ), для чого скористаємося інваріантним за по-
тужністю перетворенням 
 

( )
( )

( )
( )].3/2sin

3/2sinsin[3/2

];3/2cos
3/2coscos[3/2

πθ
πθθ

πθ
πθθ

++

+−+−=

++
+−+=

c

baq

c

bad

u

uuu

u
uuu

 (15) 

 
Фазні ( au , bu , cu ) та лінійні ( ABu′ , BCu′ ) напруги 

статора при схемі „зірка“ зв’язані співвідношеннями 

)(11 θG
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2 / 3 / 3
/ 3 / 3
/ 3 2 / 3

a AB BC

b AB BC

c AB BC

u u u
u u u
u u u

′ ′= +⎧
⎪ ′ ′= − +⎨
⎪ ′ ′= − −⎩

. (16) 

 
Враховуючи (16) у (15), маємо 

 

1 2

3 4

( ) ( )
( ) ( )

d AB BC

q AB BC

u u k u k
u u k u k

θ θ
θ θ

′ ′= ⋅ + ⋅⎧⎪
⎨ ′ ′= ⋅ + ⋅⎪⎩

, 

 
де θθ cos3/2)(1 =k ; 2/sin6/cos)(2 θθθ +=k ; 

θθ sin3/2)(3 −=k ; 6/sin2/cos)(4 θθθ −=k . 
Елементи матриці )(12 θG , які знаходяться на пе-

ретині рядків, що відповідають напругам idu  та iqu  
і-го синхронного двигуна та стовпчиків, що відпові-
дають iABu′ , iBCu′ , дорівнюють )(1 ik θ , )(2 ik θ  та 

)(3 ik θ , )(4 ik θ  відповідно. Інші елементи матриці 

)(12 θG  дорівнюють нулю. 
Використання залежностей (12) та (14) дає змогу 

об’єднати рівняння стану RLC-системи (1), (2) та 
електродвигунів (11) в єдине матричне диференційне 
рівняння стану системи. Для цього запишемо 
залежність (14) з використанням (1) 
 

)()( 32114 уинигл ХВXBXBGU ⋅+⋅+⋅⋅= θ , 
 

де }{ xp RRdiagR = ; RGG ⋅= )()( 1214 θθ . 
 

Позначивши 11415 )()( BGG ⋅= θθ , =)(16 θG  

214 )( BG ⋅= θ , 31417 )()( BGG ⋅= θθ , з (21) маємо 
 

уинигл XGXGXGU ⋅+⋅+⋅= )()()( 171615 θθθ . (17) 
 

Приймемо припущення про відсутність у схемі 
заміщення системи джерел напруги, керованих стру-
мами, тоді виконується залежність 
 

глуиуи IGIX ⋅== )(11 θ . (18) 
 

Врахувавши в узагальненому рівнянні стану елек-
тродвигунів (11) залежності (17), (18) та позначивши  
 

)()()( 111718 θθθ GGG ⋅= ; )()( 1519 θθ GНG гл ⋅= ; 
)()( 1620 θθ GНG гл ⋅= ; )()( 1821 θθ GНG гл ⋅= ; 
)()( 2123 θθ GFG гл += , 

 
маємо 
 

.)()(

)()(

20

2319

ниглглгл

глгл

XGISG

IGXGdtId

⋅+⋅+

+⋅+⋅=

θ
θθ

 

 
Враховуючи у (2) залежність (18) та позначивши 

)()( 11324 θθ GAG ⋅= , маємо 
 

глни IGXAXAdtXd ⋅+⋅+⋅= )(2421 θ . 
 

Таким чином, RLC-системи та двигуни 
розглянутих типів описуються системою матричних 
диференційних рівнянь 
 

1 2 24 1

19 23

20 2

( )

( ) ( )
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де T

глгл IXX ][=  – вектор змінних стану RLC-
системи та електродвигунів розміром N;  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)()(
)(

2319

241
1 θθ

θ
GG
GA

L , 
Т

глG
L ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
2 , 

T

G
A

L ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

20

2
3 , 

 
де 1 2 3, , ,L L L  – матричні коефіцієнти, що визнача-
ються параметрами, конфігурацією системи та кута-
ми повороту якорів синхронних двигунів. 

Матричне диференційне рівняння (19) є матема-
тичною моделлю електротехнічного комплексу шах-
ти з синхронними та асинхронними двигунами. Оскі-
льки сталі часу електричних та механічних перехід-
них процесів суттєво відрізняються, вказане рівняння 
можна вважати жорстким [7]. З метою його чисель-
ного розв’язання скористаємося методом Гіра-
Нордсіка, що полягає в наступному. Для Nr ,1=  
компоненти )(rx  вектора глХ  формується вектор 
Нордсіка 
 

Tk
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де k – порядок метода Гіра; h  – крок за часом; )(

)(
k
rx  – 

k-та похідна від )(rx . 

Об’єднаємо вектори Нордсіка виду (20) для N,1  
змінних стану системи в матрицю 

][ )()()1( Nr ZZZZ ……=  та припустимо, що 
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для поточної точки q матриця qZ  відома  

( ][ )()()1( N
q

r
qqq ZZZZ ……= , )(r

qZ  – вектор 
Нордсіка в точці q для r-ї змінної стану). Початкове 
наближення ( j =0) вектора Нордсіка на кроці q+1 для 
r-ї змінної стану визначається канонічним рівнянням 
прогнозу )()(0

1
r

qП
r

q ZZZ ⋅=+  з використанням матриці 
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Рис. 2. Графічні залежності, отримані в результаті моделювання: а, b – миттєві значення струму син-

хронного М1 та асинхронного М2 двигунів відповідно; с – частоти обертання роторів двигунів  
М1 (ωМ1) та М2 (ωМ2); d – динамічна механічна характеристика синхронного двигунаМ1 при пуску 
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Подальші j+1 наближення вектора Нордсіка для r-
ї змінної стану на кроці q+1 визначаються каноніч-
ним рівнянням корекції 
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коефіцієнтів, що залежить від порядку k метода Гіра  
( TC ]3/113/2[2 = ; TC ]11/111/6111/6[3 = ; 

TC ]50/15/110/7125/12[4 = ). 

Значення )(
1
rj

qF +  визначаються як r-та компонента 

векторної функції корекції j
qF 1+  

 

],),([

)],(1[
)(
11

)(
1

1
1

)(
111

j
qq

j
q

q
j

qf
j

q

dtXfh

tXJbhF

+++

−
++−+

−⋅×

×⋅⋅−=

 
 

де 1−b = 2/3 при k = 2; 1−b = 6/11 при k = 3; 1−b
=12/25 при k = 4); ),( 1
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відповідно, значення правої частини рівняння (19) та 
матриці Якобі від неї в точці )(

1
j

qX +  в момент 1+qt , 

причому вектор )(
1

j
qX +  є першим рядком матриці 
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j
qZ 1+ . 

Для розрахунку перехідних процесів в електро-
технічному комплексі шахти, згідно з наведеним 
методом, авторами розробляється прикладна 
комп’ютерна програма з графічним інтерфейсом 
MinePowerNet. Функціонування ЕТК (рис. 1, а) мо-
делювалося (рис. 1, b) протягом 8с, причому в мо-
мент 0с модельного часу запускалися двигуни М1 
(асинхронний пуск) та М2 при коефіцієнтах заван-
таження 0,1 в.о. (навантаження типу „різання“), у 
момент t1=2с − коефіцієнт завантаження асинхрон-
ного двигуна М2 дискретно збільшено до 1 в.о., у 
момент 4,2с − до обмотки збудження двигуна М1 
прикладено номінальну напругу збудження, у мо-
мент t2 =5с − дискретно зменшено коефіцієнт заван-
таження двигуна М2 до 0,1 в.о., у момент t3=7с − ві-
дключено автоматичний вимикач УТП2 (рис. 2). 
Чисельне розв’язання рівняння стану системи три-
вало 8,1 с (процесор AMD V140, 779 МГц, ОЗП 
1,74 ГБ) та проводилося з використанням метода Гі-
ра-Нордсіка 4-го порядку зі змінним кроком інтег-
рування, що не перевищував 1мс, відносна похибка 
метода нерухомої точки − не більше 0,01%. 

Висновки та напрям подальших досліджень. 
Обґрунтована математична модель електротехніч-
ного комплексу вугільної шахти як матричне дифе-
ренційне рівняння у формі Коши, що дозволяє дос-
ліджувати перехідні процеси при комутаціях, зміні 

режимів роботи електродвигунів та виникненні ава-
рійних режимів. Для чисельного інтегрування вка-
заного рівняння застосовано метод Гіра при викори-
станні вектора Нордсіка. З метою спрощення розра-
хунків авторами розробляється прикладна 
комп’ютерна програма.  

У ході подальших досліджень доцільно розшири-
ти можливості програми за рахунок моделювання 
функціонування захисних апаратів (від коротких за-
микань, витоків струму на землю, технологічних пе-
ревантажень електродвигунів та ін.) на базі аналого-
вої та цифрової елементної бази. 
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Цель. Обоснование математической модели элек-

тротехнического комплекса шахты, который включа-
ет синхронные и асинхронные двигатели. 

Методика. Методика исследований включает со-
ставление топологического описания схемы замеще-
ния сети с помощью теории графов, что позволяет 
получить матрицу главных сечений и составить мат-
ричные уравнения состояния резистивных и реактив-
ных элементов схемы замещения электротехническо-
го комплекса шахты, причем, в последнем случае, 
используется метод переменных состояния, преду-
сматривающий формирование дифференциальных 
уравнений относительно токов индуктивных хорд и 
напряжений емкостных ребер. Синхронные и асин-
хронные двигатели, представляемые в схеме замеще-
ния электротехнического комплекса источниками то-
ка, управляемыми напряжениями, описываются мат-
ричными дифференциальными уравнениями, кото-
рые объединяются с уравнениями состояния RLC-
системы в единое матричное дифференциальное 
уравнение состояния электротехнического комплек-
са, для численного решения которого обоснована це-
лесообразность использования жестко-устойчивого 
многозначного метода Гира-Нордсика с переменным 
шагом интегрирования. 

Результаты. Обоснована математическая модель 
электротехнического комплекса шахты, который 
включает источники питания, трансформаторы, ком-
мутационные аппараты, силовые кабели, синхронные 
и асинхронные двигатели, в виде матричного диффе-
ренциального уравнения в форме Коши. 

Научная новизна. Получила дальнейшее разви-
тие математическая модель электротехнического 
комплекса шахты, базирующаяся на использовании 
матричных дифференциальных уравнениях состоя-
ния реактивных элементов схемы замещения систе-
мы, синхронных и асинхронных двигателей, которая 
отличается учетом взаимного влияния электродвига-
телей в сети произвольной конфигурации и возмож-
ностью комплексного исследования состояния сис-
темы в аварийных режимах всех возможных типов. 

Практическая значимость. Состоит в разработ-
ке прикладной компьютерной программы с графиче-
ским интерфейсом „MinePowerNet“, использование 
которой позволяет исследовать установившиеся и 
переходные процессы в электротехнических ком-
плексах шахт конкретной конфигурации при комму-
тациях, изменении режимных параметров и аварий-

ных состояниях синхронных и асинхронных двигате-
лях рудничного электропривода 

Ключевые слова: моделирование, угольная шах-
та, дифференциальное уравнение, матрица, напря-
жение 

 
Purpose. To substantiate the mathematical model of 

mine electrotechnical complex, which includes syn-
chronous and induction motors. 

Methodology. Technique of researches includes for-
mulation of topological description for power network 
equivalent circuit using graph theory that provides a ma-
trix of the principal cross-sections and allows the formu-
lation of the matrix equation of state for resistive and 
reactive elements of equivalent circuit for mine electro-
technical complex, moreover in the latter case the state 
variables method is used, according to which the diffe-
rential equations are formed regarding currents of induc-
tive links and voltages of capacitive edges. Synchronous 
and induction motors, which are represented in the 
equivalent circuit of electrical complex by voltage-
controlled current sources, described by the matrix diffe-
rential equations, which are combined with the state equ-
ations of RLC-systems into a single system state matrix 
differential equation, for numerical solving of which ex-
pediency of using a stiff-stable Gear-Nordsieck method 
with variable step of integration was substantiated. 

Findings. The mathematical model of mine electro-
technical complex, that includes electrical sources, trans-
formers, switching units, power cables, synchronous and 
induction motors was grounded as matrix differential eq-
uation in the form of Cauchy 

Originality. The mathematical model of mine elec-
trotechnical complex, which grounds on using of matrix 
differential state equations of equivalent circuit reactive 
elements, synchronous and induction motors, that differs 
from known models in taking into account mutual influ-
ence of electric motors in power network of any configu-
ration and by the possibility of complex research into 
system state during any emergency states, was further 
developed. 

Practical value consists in development of the appli-
cation program with graphical interface „MinePower-
Net“, using of which allows to explore the steady states 
and transients in mine electrotechnical complexes of par-
ticular configuration in case of commutations, changes in 
operating parameters and emergency states of synchron-
ous and induction motors in the mine electric drive. 

Keywords: simulation, coal mine, differential equa-
tion, matrix, voltage 
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